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 جلسه پنجم

موضوعی که در ادامه به آن خواهیم پرداخت این است که اگر دو پایه یا دو دستگاه تعریف نماییم، چگونه 

 ها را به بیان همان بردار در دستگاه دیگر تبدیل کرد. توان بیان یک بردار در یکی از این دستگاهمی

 دهیم.آن را با یک مثال توضیح می برای درک بهتر موضوع

را  2sو 1s یو دو پایه 1 ی دستگاهدهندهتشکیلرا  21و 11یمطابق با شکل زیر دو پایه :1مثال

خواهیم ببینیم اگر بیان بردار در دستگاه موجود باشد، میال . حگیریمدر نظر می Sی دستگاه دهندهتشکیل

 شود؟بیان همین بردار در دستگاه چه می

11

21
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1s v

x
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نمایید هیچ مبدأی نشان داده نشده است تا مجدداً عدم نیاز به مبدأ همانطور که در شکل فوق مشاهده می

تواند کلیت مشکلی برنخواهید خورد و حتی وجود مبدأ می گوشزد گردد. خواهید دید در ریاضیات به هیچ

را غیرمتعامد  Sبینید ولی دستگاه را متعامد می 1همچنین شما دستگاه  ریزد.ریاضیات موضوع را به هم می

 باشد.همچنین طول این بردارهای پایه یکه نمی کنید.مشاهده می
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باشند یا به عبارت دیگر  yو  xبه ترتیب  1در دستگاه vهای اول و دوم کنیم مولفهق با شکل فرض میمطاب
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v1 بیان بردار(v  1در دستگاه ،xوy  باشد. حال به دنبال بیان بردار )استv  در دستگاهS  یا

vS.هستیم  

1اگر

1
s  2و

1
sمیدوار هستیم بتوانیم را بدانیم اv

Sهای اول و دوم را بیابیم. اگر مولفهv
S 1به ترتیبv2 وv یا(
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S )1باشند ما به دنبال یافتن مقادیرv  2وv .هستیم 

بدین منظور اگر 
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1
sازگذاری با تقریب خوبی را اندازه گذاری نماییم )این اندازه 

 ا برآورده سازند.ی زیر رهستیم که رابطه 2vو  1vبنابراین به دنبال (. آیدبدست میشکل 

2211 .. svsvv   

 طبق تساوی برداری فوق، تساوی عددی زیر را داریم:

2
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1 .. svsvv   

 طبق تساوی عددی فوق داریم: است. 1به معنی بیان آن بردار در دستگاه  1دانید بالانویس همانطور که می
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تواند نوشته شود:ی فوق به صورت ماتریسی نیز میی جبری سادهمعادله  
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ی زیر نیز را بدست آورد. همچنین رابطه yو  xتوان می 2vو  1vی فوق با دانستنبه این ترتیب مطابق رابطه

 صادق است. 
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 2vو  1vبه همان چیزی که از ابتدا به دنبالش بودیم یعنی  yو  x ی فوق با دانستنبنابراین طبق رابطه

 رسیم.یم

 3در 3هایی با ابعاد خواهیم تعبیری بیاموزیم که از لحاظ ریاضی بسیار کارگشاست. به ماتریسدر این قسمت می

ها را به گویند و آنی قبل مشاهده نمودید ماتریس تبدیل از یک دستگاه به دستگاه دیگر می،که در دو رابطه

 کنند.صورت زیر بیان می
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TTیو همواره رابطه S

S 1

11  .دقت کنیم داریم: های تبدیلهای ماتریساگر به ستون برقرار است 

    2112
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SSS

S TssT   

اه در دستگاه ی یک دستگبا استفاده از بیان بردارهای پایه ی فوق نیز همواره صحیح است و طبق این رابطهرابطه

دیل بین دو دستگاه دست یافت.توان به ماتریس تبدیگر می  

ها بینند ولی هر کدام از این دستگاههایی هستند که یکدیگر را عمود نمیدستگاه در این مثال 1و  Sدو دستگاه

گردد این است که یی این مثال حاصل می جالب توجه دیگر که از نتیجهبینند. نکتهخودشان را عمود و یکه می

های تبدیل ی ماتریسپذیر مبدل یک نگرش به نگرش دیگر هستند. همچنین همههای معکوسی ماتریسهمه

 تواند ماتریس تبدیل بین دو دستگاه تعبیر شود.پذیری میپذیرند و هر ماتریس معکوسمعکوس

 در ادامه مثالی دیگر ارائه خواهیم نمود.

 1ی این دستگاه در دستگاه داریم. اگر بیان بردارهای پایه tدیگری به نام دستگاه  فرض کنید :2مثال 
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 طبق عملیات جبر ماتریسی داریم: پاسخ:
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TSماتریس تبدیل 

1
Ttرا که در مثال قبل بدست آورده بودیم و ماتریس تبدیل

ی نیز با بیان بردارهای پایه 1

 آید. بنابراین:باشد بدست میکه موجود می 1 در دستگاه tدستگاه 
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 .در ادامه کاربرد این روابط را خواهید دید

 راستایی دو بردارمیزان هم

خواهیم می داد.می راستایی دو بردار را بدستاگر به یاد داشته باشید در دبیرستان عملیاتی داشتید که میزان هم

 ها بدست آوریم.این عملیات را از روی بیان

را در نظر بگیرید و فرض نمایید Sیو پایه vبردار
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S راستایی بردار گاه انتظار دارید میزان همباشد. آن

v1ی یهو بردار پاs یبه اندازهa باشد یاasvS  )( و با  .ی عملیات مورد نظرمان است(دهندهنشان )باشد1

bsvSهمین استدلال  )( ملیاتمان تعریف بودن را نیز برای عپذیری یا خطیباشد. همچنین خاصیت شرکت2

 نماییم. بنابراین:می

)()())(( 2121 svsvssv SSS   
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dbcaدانید در حقیقتهمانطور که می   همان ضرب داخلی دو بردارvوw  بیان شده در دستگاهS یا).( wvS 

 گردد:طور بیان میضرب داخلی به صورت ماتریسی این باشد.می

vwwvwv
TSTSS ..).(   

ی ماتریس است )ماتریسی که سطر و ستونش جابجا مان ترانهادهه Tبالانویسِ توجه داشته باشید که در رابطه

 شده است(.
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کنیم. برای اینکه بگوییم دو بردار از دید یک دستگاه چقدر روی هم قرار دارند از ضرب داخلی استفاده می

است که اگر همین ضرب  در ضرب داخلی به این معنی S حاصل ضرب داخلی دو بردار یک عدد است. بالانویس

بنابراین حاصل ضرب  داخلی را از دید دستگاهی دیگر انجام دهیم حاصل ضرب داخلی متفاوت خواهد شد.

 داخلی به دیدگاهمان بستگی دارد.

 طول بردار

توانیم طول بک بردار را بر اساس ضرب داخلی بدست آوریم. به این صورت که مجذور ضرب داخلی هر بردار می

 شود.طول آن بردار از دید آن دستگاه می با خودش،

2
).( vvvS   

 بنابراین طول یک بردار از دید هر دستگاهی متفاوت خواهد شد.

 تعامد دو بردار

توان تعامد دو بردار را بیان نمود. به این صورت که اگر ضرب داخلی دو بردار از دید با استفاده از ضرب داخلی می

 بیند.د آن دستگاه آن دو بردار را متعامد میدستگاهی صفر گرد

wvwvS  0).(  

با تغییر دستگاه ممکن است موضوع تعامد دو بردار نیز تغییر کند. به عبارت دیگر ممکن است دو بردار از دید 

 دار ازیک دستگاه متعامد باشند ولی از دید دستگاهی دیگر متعامد نباشند؛ ممکن است ضرب داخلی آن دو بر

 دید این دستگاه دیگر صفر نگردد.

بینند. یعنی تعامد میطول و همگیریم که یکدیگر را هممیهایی را را درنظرما در ادامه فقط دستگاه یک قرار:

اگر دو بردار از دید یک دستگاه متعامد باشند از دید دستگاه دیگر نیز متعامدند و اگر طول یک بردار در یک 

توانند ها میاصی باشد، طولش از دید دستگاه دیگر نیز همین مقدار است. این دستگاهدستگاه مقدار خ

ها یکی است، به این جایی که حاصل ضرب خارجی از دید این دستگاههای متفاوتی باشند ولی از آندستگاه

 گویند. می ضرب داخلیهای همدستگاهها دستگاه
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که تنها رغم اینها علیای کامپیوتری مشاهده نمایید. در این بازیهتوانید در بازییمشابه این موضوع را م

کردن به یک حجم  گردد که در حال نگاهطور به شما القا میای در مقابل شما قرار گرفته است، اینصفحه

ی نقاط تصویر در دستگاه مشخص و شود؟ در حقیقت یک بار کلیهکنید این کار چطور انجام می. فکر میهستید

برد که اگر درستی بیان شده است، سپس مثلاً به جای اینکه شما را بچرخاند این بیان را به دستگاه جدیدی می

با استفاده از همین روش تبدیل بین  کردید.شما چرخیده بودید از این دستگاه جدید به تصویر نگاه می

 اید.تا شما گمان ببرید که خود چرخیده چه به چشم شما خواهد آمد، به شما نشان داده خواهد شدها آندستگاه

دانید ساختمان به صورت عمود قرار رغم اینکه میشود مثلاً علیای که از پرسپکتیو استفاده مییا در نقاشی

برداری کنید ای عکسهمچنین اگر با دوربین از صحنه نمایید.ی دیگری مشاهده میگرفته است، آن را با زاویه

 .نشوندمتعامد دیده  ممکن استمتعامد در آن  بینید که زوایایمی

 های متعامد یکهماتریس

 ها خواص بیشتری خواهد داشت.آنداخلی باشند ماتریس تبدیل بین  ضرباگر دو دستگاه هم

 ضرب داخلی باشند، داریم:هم tو  Sاگر و دو دستگاه
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1sضرب داخلی 
t،2s

t3وs
t  در دستگاهSجایی که دو دستگاهصفر است و از آنS  وt اند، ضرب داخلیهم

ها بر هم عمودند. به دلیل نیز صفر است. بنابراین تمام ستون tضرب داخلی این سه بردار پایه در

1sاینکه
t،2s

t3وs
t  درSیکه بودند درt قرار است، یعنی تمامی این موضوع برای سطرها نیز براند. نیز یکه

 سطرها بر هم عمود بوده و طولشان یکه است. 

 توان این موضوع را برای سطرها اثبات نمود؟چطور می

 ی زیر برقرار است.جایی که رابطهاز آن پاسخ:
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 های متعامد یکهماتریسند اهایشان دو به دو متعامد بوده و همه یکهها که تمام سطرها و ستونبه این ماتریس

 هاست. ی آنها ترانهادهگویند. معکوس این نوع خاص از ماتریسمی

ی سوم هر دو به صورت زیر تعریف شوند و بردار پایه t و Sی اول و دوم دو دستگاه کنیم بردارهای پایهفرض 

حول محور  ی را به اندازه 1tگاه آن. گرفته شودبه سمت خارج صفحه در نظر  دستگاه را به صورت راستگرد

  برسیم. 1sسوم هر دو دستگاه دوران داده تا به

1t

2t

2s

1s



 

ای یک و تنها یک محور دوران خاص و یک و تنها امد یکهجا لازم به ذکراست که برای هر دستگاه متعدر این

توان یافت که به دستگاه دیگر برسد. در این مثال محور دوران محور مشترک بین ی دوران خاص مییک زاویه

هایی که محور دوران بین دو دستگاه، محور باشد. به این چنین دورانمی 3tیا  3sیعنی  t و Sدو دستگاه 

 گویند. می دوران سادهمشترک دو دستگاه است، 

 آید:برای این مثال اگر دوران را راستگرد درنظر بگیریم، ماتریس دوران به صورت زیر بدست می
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چه که توضیح داده به معنی سینوس زاویه است. با توجه به آن Sبه معنی کسینوس زاویه و  Cی فوق در رابطه

گویند. دوران حول محور سوم یک دستگاه به شد، به ماتریس تبدیل بین دو دستگاه ماتریس دوران نیز می

3)(را با  ی اندازه C دهند. نشان می 

2)(های دوران ماتریس تمرین: C1)(و C ی دوران مشخص را برحسب زاویه آورید. بدست 

2)()راهنمایی: برای C 1)(اند و برای راستاهای دوم دو دستگاه یکی Cاند.راستاهای اول دو دستگاه یکی) 


